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4.1 Introduccién

En oceanografia se usan los principios de la mecéanica de fluidos, asumiendo el caso
particular de fluidos newtonianos. Aqui, se tratard de dar una visién somera de las
ecuaciones que rigen el movimiento del agua del mar, las cuales no son mas que una
particularizacion de principios mas generales tales como la conservacion de la masa y la
conservacion del momento. Para un conocimiento mas profundo se recomienda la lectura
de libros més especificos tales como Pedlosky (1987) o Kundu & Cohen (2008).
Asimismo, existen otras leyes de conservacion que no se consideraran en el presente
capitulo, tales como la conservacion de la energia, la cual es de especial interés para el
analisis de balances de calor, asi como la conservacion del momento angular, la cual esta
relacionada con la conservacion de la vorticidad.

Para la conservacion del momento, se deberan tener en cuenta las diferentes fuerzas que
actGan sobre un fluido como el agua, las cuales se mencionaran brevemente en este
apartado y se desarrollaran en apartados posteriores.

La fuerza dominante es la gravedad. A partir de la gravedad se derivan diferentes
términos en la conservaciéon del momento, por un lado la aceleracién de la gravedad, g,
de la que todos tenemos un cierto concepto intuitivo y que deriva de la fuerza de atraccion
entre diferentes cuerpos que poseen masa. Por otro lado, la gravedad junto a la densidad
del fluido son responsables de la aparicion de gradientes de presion que dan lugar a
fuerzas que generan el movimiento del fluido. Finalmente, no solo la Tierra tiene un
efecto gravitatorio sobre el agua, ademas, tanto la luna como el Sol, ejercen una fuerza
gravitatoria que es responsable de las mareas.

Las llamadas fuerzas de friccion se deben a los distintos desplazamientos que sufren las
diferentes parcelas del fluido que estan en contacto. Asi, si una parcela de fluido se mueve
a mayor velocidad que una parcela adyacente, la mas rapida tendera a decelerarse y la
mas lenta a acelerarse. Estas fuerzas de friccion no actuan solamente entre diferentes
parcelas del mismo fluido, sino también entre parcelas de diferentes fluidos. Asi, el aire
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que sopla en las proximidades de la superficie del mar tiende a generar el desplazamiento
de las capas superficiales del agua, dando lugar a corrientes.

Finalmente, se tienen las llamadas pseudo-fuerzas tales como la fuerza de Coriolis.
Realmente, esta fuerza, la cual se menciond en el capitulo 1, se debe a que la Tierra es un
sistema de coordenadas en rotacion. El llamado efecto Coriolis es la aparente desviacion
de un objeto en movimiento cuando se observa desde un sistema de referencia no inercial.
Sobre la superficie terrestre el movimiento aparente es hacia la derecha en el hemisferio
norte y hacia la izquierda en el sur. Observado desde el espacio, este movimiento aparente
no se produce. Por otro lado, también debe considerarse la fuerza centrifuga (o
centripeta), la cual esté ligada a que la Tierra gira, por lo cual aparece una aceleracién
normal.

4.2 Un poco de matematicas

Tal como se acaba de comentar, se pretende dar una descripcion somera del
comportamiento del agua del mar bajo la influencia de diferentes fuerzas. Para ello,
existen diferentes aproximaciones, desde la eminentemente cualitativa y descriptiva como
la realizada por la Open University (2002) hasta la més formal de Pedlosky (1987) o
Kundu & Cohen (2008), pasando por una opcion intermedia como Pond & Pickard
(1989). Aqui nos decantaremos por esta ultima opcién. Para ello, es necesario mencionar
una serie de conceptos matematicos que seran de ayuda para el resto del capitulo.

El primer concepto es el de derivada total, también llamada derivada material.
Consideremos una parcela de fluido como un pequefio volumen de fluido en el que se
analizan los valores de sus propiedades fisicas (Figura 4.1). Queremos ver la variacion de
una cierta propiedad F, donde los subindices i y o se refieren a la entrada y salida
respectivamente.

Fi —_ | s B Fo

Figura 4.1. Flujo de una cierta variable (F) a la entrada y salida del volumen
de control.

oF oF 4.1)
a ot + & 6x

Donde se ha asumido que la Unica direccion espacial de interés es la direccion x. Si se
quiere saber el cambio experimentado por la variable F en ese volumen
DF _F,—F; 0F N F 8x (4.2)
Dt &  Jt oxét

FO=Fi+

teniendo en cuenta que 6x/6t es la componente x de la velocidad (u), la ecuacion 4.2 se
convierte en
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DF _OF  0F (4.3)

Dt ot Vox
Esta expresion puede generalizarse en 3 dimensiones como
DF OF oF  OF oF (4.4)

E=E+U&+Va—y+W£

En general, los medios fluidos pueden describirse de forma lagrangiana y euleriana. En
el caso de una descripcién lagrangiana se sigue el movimiento de diferentes particulas, es
decir, debe mantenerse una variable (tiempo) y una etiqueta para cada particula. Por otro
lado, en una descripcion euleriana, se analiza lo que pasa en un cierto punto del espacio.
Asi, la variacion de una cierta propiedad de una particula en el formalismo lagrangiano
es simplemente el término que depende de la derivada parcial dF/dt, el cual representa
la variacion local de esa propiedad. Por el contrario, en una descripcién euleriana deben
tenerse en cuenta el resto de los términos de la forma u; 0F/dx; que constituyen la
Ilamada derivada advectiva.

Otro concepto interesante es el de las fuerzas ficticias o pseudo-fuerzas. Debe tenerse en
cuenta que las leyes de Newton son validas en un sistema de referencia inercial (aquel
que esta fijo o se mueve con velocidad constante). Sin embargo, la Tierra rota y se
traslada, por lo que las ecuaciones de Newton no pueden aplicarse directamente. En
primer lugar, el movimiento de traslacion no se considera, simplemente se tiene en cuenta
el movimiento de rotacién y se transforman las Leyes de Newton para describir el sistema
fisico. Si se asume un sistema de referencia inercial S caracterizado por tres vectores
unitarios (I, J, K), y un sistema de referencia S’ caracterizado por vectores unitarios (I’,
J’, K’), que coincide con el anterior en un cierto instante (por ejemplo en t=0), pero que
rota con velocidad angular @ = QK. Dado un vector B de componentes (Bx, By, B:) en el
sistema de referencia S y componentes (By, By, B;) en el sistema de referencia S’. Este

vector puede expresarse como
B(t) = B,(t) I+ B,(t)] +B,(t) K (4.5)
=B, ®OI'+ B,(H] +B, (DK’

debe tenerse en cuenta que los vectores unitarios en el sistema S son fijos, pero en el
sistema S’ varian en el tiempo (rotan).

I' = cos(Qt) I + sin(Qt) J (4.6a)
J' = —sin(Qt) I + cos(Qt) J (4.6b)
K =K (4.6¢)

Si se derivan estos vectores con respecto al tiempo se obtiene

I'=0Q (—sin(QO) I+ cos(Q) J) = Q' (4.7a)

J' = —Q (cos(Qt) I +sin(Qt) J) = —Q I (4.7b)
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K =0 (4.7¢)

Si se calcula la derivada del vector B con respecto al tiempo, se obtiene

B=B,()I+B,t)J+B,(t) K (4.8a)
B=B,(O)I'+ B,®J +B, K +B, () I'+ B, ()] + (4.8b)
B. () K’

Teniendo en cuenta la ecuacion 4.7
B=B,®OI'+B,(0] +B,(0K +Q B, (] — B, (O I) (4.9)

Puede comprobarse trivialmente que el Gltimo término corresponde al producto vectorial
Q x B. En definitiva, sustituyendo este producto vectorial en 4.9 e igualando con 4.8a se
obtiene

DB DB (4.10)
—) =(=) +oxB
<Dt>g (Dt)_g’ +

4.3 Conservacion del momento

La ecuacion de movimiento de un fluido geofisico se deriva a partir de la ley de
conservacién del momento. Se trata simplemente de la segunda ley de Newton, segun la
cual el cambio de momento de una masa de fluido se debe al conjunto de todas las fuerzas
aplicadas

D(mv) F (4.11)

Dt
Donde m es la masa, v la velocidad y F la fuerza. Estamos implicitamente asumiendo una
descripcién euleriana. Si, ademas, asumimos que la masa no varia, se puede calcular la
variacion de la velocidad a partir de la fuerza por unidad de masa f.

Dv

Dt
A continuacion se describiran las fuerzas que son relevantes para el movimiento del
fluido.

c (4.12)

4.4.1 El término de presion
Dado un cubo de fluido tal como se muestra en la Figura 4.2, si se considera la fuerza en
direccion x.

O0F, = p 8ydz — (p + 6p)dydz = —Opdydz (4.13)
y siendo
dp
op = &(SX



P > «—— p+8p

> X
Figura 4.2. Fuerzas sobre un volumen de control (6V). Los lados del cubo
tienen dimensiones (6x, 8y, 6z).

entonces
_ 0Op _0Op (4.14)
OF, = — &SXG}/SZ = — &SV
Si se divide por la masa del fluido se obtiene la aceleracion en direccidn x
oo OB _p8V_ 1 (4.9
*7 8m  dxém  p Ox

Obviamente, la derivacién seria equivalente para las direcciones y, z. Debe notarse el
signo menos, asi, si la presion fuese mayor sobre la cara derecha que sobre la izquierda,
el movimiento se produciria hacia la izquierda. EI movimiento tiene lugar en la direccion
opuesta al gradiente de presion.

4.3.2 Las fuerzas ficticias

Aqui se derivaran tanto el término de Coriolis como la aceleracion centrifuga. Tal como
se comento anteriormente, ambos términos se deben a la transformacion de las leyes de
Newton a un sistema de referencia no inercial. Si se considera la ecuacion 4.10 como
punto de partida y se aplica a la posicion

Dry  (Dr (4.16)
(50), = (), + o

donde Q es la velocidad angular de rotacion de la tierra (Q= 7.291 x 10 radianes s2).
Asi, se obtiene

Vg =Vgr + QXT (4.17)
si se aplica 4.10 a la velocidad
Dv, Dvg (4.18)
= + QX
( Dt )5 ( Dt )5’ Vs

y se sustituye la expresion de v, a partir de la ecuacion 4.17

(Dvs) _ (D(vsr +Q Xr)
Dt/ Dt

) + QX (vgr + 2 X1)
5,
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Dvr D(QXr
=( 5) +(¥> FOXVy+ QX (QXT)
s’ !

Dt Dt/
DVS’

=< ) +2QXVvy +QX(QXr)
Dt S’

Asi, la aceleracion en un sistema de referencia en rotacion se puede escribir en funcion
de la aceleracion en un sistema de referencia inercial.

ag =ag—20Xvg— X (A Xr) (4.19)

Si el término —2 Q x v, se multiplica por la masa se obtiene la fuerza (ficticia) de
Coriolis, mientras que del término — Q x (Q X r) se obtiene la fuerza centrifuga. Debe
destacarse que la fuerza de Coriolis solo aparece si la masa se mueve en el sistema S’. Por
otro lado, la fuerza centrifuga estd siempre presente, independiente del estado de
movimiento. Normalmente, este término se suma al gravitatorio que veremos a
continuacion.

4.3.3 El término gravitatorio
Dado cualquier cuerpo de masa m, este cuerpo sufre una fuerza de atraccion por parte de
la Tierra dada por

~

n

Mrm
Fyg=6—3
RT
donde G=6.67384x10 m3s-2kg! es la constante de gravitacion universal, Mt la masa de
la Tierra'y R la distancia desde el centro de la tierra al cuerpo. El vector unitario n tiene
la direccidn de la linea que conecta el centro de la Tierra 'y el objeto y la direccion apunta
hacia el centro de la Tierra, de tal forma que la fuerza es atractiva. Tal como se ha hecho
con el resto de las fuerzas, se considerara la fuerza por unidad de masa
F M
g T ~
=Z2=6—n
9r= RZ
Asi, afiadiendo el término de aceleracion centrifuga,
g=9gr— X (QXr) (4.20)

Debe tenerse en cuenta que con esta correccion la gravedad ya no apunta hacia el centro
de la Tierra. La superficie del océano en reposo es perpendicular a g y esa superficie es
un elipsoide de rotacion en lugar de una superficie esférica. De cualquier manera, a
efectos practicos, el valor maximo del término centrifugo es del orden de un 3% del valor
de g, por lo que en general se desprecia este término de correccion. Ademas, la Tierra
tampoco es una esfera perfecta, ya que esta achatada en los polos, por lo que el valor de
g7 no es exactamente constante. A efectos practicos, se tomarad g = 9.8 m s2.

4.3.4 Las fuerzas de friccién
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La friccion es la tendencia de un fluido a resistirse al arrastre. En una primera
aproximacion se considerara la viscosidad de origen molecular. Asi, la componente x de
la fuerza de friccion por unidad de masa puede escribirse de la forma

- 0%u N 0%u N 0%u
x =V ox? dy?  0z2

(4.21)

siendo v = u/p la viscosidad cineméatica molecular y u el coeficiente de viscosidad
molecular. Para una derivacion formal del término de friccion molecular se recomienda
el capitulo 4 del libro de Kundu & Cohen (2008). Debe tenerse en cuenta que la expresion
particular dada por la ecuacion 4.21 corresponde a un fluido newtoniano (el agua y el
aire lo son) donde ademas se ha asumido que el fluido es incompresible. Desde un punto
de vista practico, debe tenerse en cuenta que la viscosidad cinematica para el agua es del
orden de 10 m?s%, por lo cual la viscosidad molecular es sumamente pequefia y no
llegaria ni remotamente para explicar los procesos viscosos que se observan en fluido
geofisicos. En apartados posteriores se derivard una nueva forma de los términos de
friccion por lo que, mientras tanto mantendremos para las fuerzas de friccion la notacion
F, = (Fy, F,F,).

4.3.5 La conservacién del momento en componentes
Los distintos términos que se acaban de describir dan lugar a la siguiente ecuacion de
conservacion del momento

Dv 1 (4.22)
—=—-Vp—-20Xv+g+F

Debe hacerse notar que el término centrifugo ya se ha incluido en el gravitacional y que
se seguird manteniendo una forma general para el término de friccion. Teniendo esto en

cuenta

ou du du du  1dp _ (4.23a)
E+U&+Va—y+W£— ;&‘FZQVSIHG-FF,C
ov v 0v av 10p (4.23b)
— tUu—4V—+w—=————2Qusind + F
6t+u6x+vay+waz 0y using + £,
ow ow 0w ow 10dp (4.23c)
E+u§+Va—y+WE— —Ea-l‘ZQUCOSG—g-FFZ

donde 6 es la latitud .

El paso a componentes de todos los términos es trivial, salvo el término de Coriolis que
merece una explicacion mas detallada. Asumamos que el circulo de radio R que aparece
en la Figura 4.3 representa una seccion de la Tierra. Las componentes cartesianas de la
velocidad angular de la Tierra en un sistema de coordenadas locales son

Q, =0; 2, =Qcos6; Q, =Qsin6; (4.24)
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Figura 4.3. Coordenadas cartesianas locales. El eje X no aparece ya que €s
perpendicular al papel apuntando hacia adentro.

De esta forma, el producto vectorial puede expresarse

i j k
20Xv=|0 2QcosB 2QsinH
u v w

=2Q[i(wcos B -vsinB)+ jusin® — ku cos6]

Debe tenerse en cuenta que en el término dependiente de i, la primera parte puede
despreciarse ya que tanto en la atmosfera como en el océano las velocidades verticales
son mucho menores que las horizontales (u,v >> w). Por esa razon, en las ecuaciones
4.23 solo aparecen tres términos dependientes de la latitud. Finalmente, por motivos de
comodidad en la notacion se define

f =2Qsin6 (4.25)

Esta variable recibe diferentes nombres, tales como pardmetro de Coriolis, frecuencia de
Coriolis o vorticidad planetaria. Desde un punto de vista practico, las componente norte
y este de la aceleracion de Coriolis son

ae=r ()

El efecto Coriolis es nulo en el ecuador y maximo (en valor absoluto) en los polos,
produciendo una desviacién hacia la derecha (izquierda) del movimiento en el hemisferio
norte (sur). Ejemplos clasicos son el péndulo de Foucault o el giro de los huracanes
(contra el reloj en hemisferio norte y a favor en el sur), tal como se muestra en la Figura
4.4,
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A

Figura 4.4. Giro antihorario del HUracéﬁ Igor. Foto 1SS024-E-14580*.

4.4 Conservacion de la masa

Si se vuelve a considerar un esquema similar al que se mostro en la Figura 4.2, donde las
propiedades del fluido sufren un cambio apreciable en un cubo de dimensiones tan
pequerias como se desee.

z
A

up——r1> <«}——p+06p, u+odu

> X

Figura 4.5. Esquema para la derivacion de la ecuacion de conservacion de la
masa en un volumen de control (8V). Los lados del cubo tienen dimensiones
(6%, 8y, 6z).

Para describir el flujo de masa se calcula lo que entra y sale del volumen
entra pudydz y sale (p + 6p) (u + Su)dydz

con lo que el flujo de masa es (udp + pdu + dudp) Sydz. Si se tiene en cuenta que
su=Dox yop=Ls
U o O Y OP = ¢ X
el flujo de masa resulta
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Si se considera que el volumen de control es tan pequefio como se quiera, los lados del
cubo tienden a cero, por lo que el tercer término puede despreciarse por ser mucho mas
pequerfio que el resto. Asi

dp du d(pu)

Flujo de masa = (u& +p &) O0x0ydz = “ox 0x0ydz

Esta expresion puede generalizarse en tres dimensiones

d(pu) d(pv) d(pw)
0x + dy + 0z

Flujo de masa = ( ) O0x8ydz

Este flujo debe verse compensado por un cambio de masa dentro del volumen de control
a

que puede expresarse como a—f&xﬁy&z

Por lo que la ecuacién de conservacion de la masa es

ap 0 ] ]
% ., (pu) N (pv) N (pw) _
Jt 0x dy 0z

Lo que se conoce generalmente como ecuacion de continuidad para fluidos compresibles.

Si se derivan los términos que dependen de derivadas espaciales, trivialmente se obtiene
una forma alternativa de la ecuacion de continuidad

1D du Jdv Jdw ,
b A A (4.27)
pDt 0Jx Jdy 0z

. (4.26)

Incluso, puede lograrse una simplificacion mayor si se tiene en cuenta que los cambios
de densidad en el océano son despreciables frente al valor de la densidad. Esto constituye
la aproximacion de Boussinesq, lo que equivale a asumir que el agua es incompresible.
Asi, la ecuacion de continuidad queda

du dv OJw (4.28)

—+—+—=0

Jx dy 0z
Debe hacerse notar, que si bien la aproximacion de Boussinesq simplifica la ecuacion de
continuidad hay un cierto precio que debe pagarse, tal como que las ondas sonicas no
pueden estudiarse y que la ecuacion solo sera valida para velocidades mucho menores

que la velocidad del sonido en el agua. Teniendo en cuenta que la velocidad del sonido
en el agua es del orden de los 1500 m s, la limitacion parece bastante razonable.

4.5 Turbulencia

La viscosidad molecular que se analizé en la seccion 4.4.4 es vélida para flujos laminares
e importante a lo largo de distancias de unos pocos milimetros, por lo que tiene escasa
importancia para los procesos oceanicos. Debe, pues, buscarse algin otro tipo de
mecanismo que dé cuenta de fendmenos reales que se observan en el océano, tales como
la aparicion de remolinos o el hecho de que el calentamiento (enfriamiento) desde la
superficie alcance facilmente decenas de metros.

Si se asume que cualquier variable en el océano (por ejemplo la velocidad en el eje X, u)
tiene dos partes u = U+ u' , donde U es el flujo medio y u’ el flujo turbulento, y el
promedio de la parte turbulenta es nula ((u') = 0 y (u) = U). Los corchetes se refieren
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al valor medio. Debe hacerse notar que el flujo turbulento verifica la ecuacion de
conservacion del momento, sin embargo es virtualmente imposible conocer el flujo en
detalle. Debe tenerse en cuenta que existen multiples escalas tanto espaciales como
temporales que hacen el problema inabordable. Dos puntos muy préoximos en el espacio
pueden tener una dindmica muy distinta en un cierto instante y el mismo punto puede
tener una dindmica muy distinta si se consideran dos instantes muy préximos. En realidad,
a efectos practicos lo que interesa es tener un conocimiento més global del flujo, tal como
puede ser su velocidad media en una cierta zona y durante un cierto intervalo de tiempo.
Lo que se tratara de hacer en esta seccion es conocer las ecuaciones de movimiento que
caracterizan el flujo medio, en otras palabras, en vez de resolver la ecuacion 4.23a para
la variable u trataremos de encontrar una ecuacion similar para la variable U. Los
términos lineales son triviales, de tal forma que lo relacion funcional que se tenia para la
variable total se tendré ahora para la variable promedio.

Consideremos en primer lugar la ecuacion de continuidad 4.28 y descompongamos la
variable total en una parte media y una turbulenta

6U+u’+6V+v’+6W+w 6U aV E)W ou' 6v’+6w’_
0x dy 0z ax ay 0z ax dy = 0z

Si se calcula el valor medio de esta ecuacion, las componentes medias quedan como estan
y las fluctuantes desaparecen, con lo cual

ou v aw _ (4.292)
ax 6y 0z

ou' N av'’ N ow' 0 (4.29Db)
ox dy 0z

Veamos a continuacion los diferentes téerminos que aparecen en la ecuacion de
conservacion del momento. Si se considera por simplicidad en la notacion a = 1/p,
cualquier gradiente de presion puede escribirse de la forma

si se calcula el valor medio

0P +p’ oP op’ 0
@+ a) Ty o a D 0 @ Dy 4 @ %

Trivialmente, el primer término es equivalente al gradiente de presion del que se partia,
pero sobre la variable promedio, mientras que el segundo y tercero son nulos ya que
conllevan el promedio de una variable fluctuante. En principio, el cuarto término puede
no desaparecer si las variables fluctuantes estan correlacionadas. Sin embargo, a efectos
practicos, el término es despreciable ya que las variaciones de a en el océano son mucho

menores que el valor de A. De esta forma, quedara un término formalmente igual de la
ecuacion 4.23a.
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El resto de términos que involucran gradientes de presion pueden calcularse de forma
analoga.

Por otro lado, los términos de Coriolis que aparecen en las componentes horizontales de
la ecuacion de conservacion del momento reciben un tratamiento similar,

fo=fV y—fu->—fU

Lo mismo sucede para el término de Coriolis que aparece en la ecuacion w, asi como en
las derivadas locales.

El término de friccién también es lineal, por lo que cualquiera de las componentes que
incluyan derivadas espaciales segundas se transformaran como

02u> B <62(U + u’)> _0%U
ax2’ 0x? ~ Ox2
También, la derivada parcial con respecto al tiempo conserva su forma, ya que

d 6 ou' d
oY Q) % 2 - D

Todos los términos que acabamos de ver tienen exactamente la misma forma para el flujo
medio que para el flujo total. Las unicas diferencias vendran de los términos advectivos,
los cuales son no lineales y combinan velocidades y gradientes de velocidades. Asi,
tomando cualquiera de los términos

du ( +u) U ou ou’
(u&) (U+u) )—(U—>+<U—)+(u—)+(u—)

(

Una vez mas, el primer término para el flujo medio coincide con el que se tenia para el
flujo total, mientras que los términos segundo y tercero son nulos ya que contienen el
promedio de variables fluctuantes. Sin embargo, aparece un término nuevo que es
promedio de dos variables fluctuantes y que no puede asegurarse que sea nulo.

Asi, si consideramos (por ejemplo), los términos advectivos de la componente x en la
ecuacion de conservacion del momento

ou ou adu ou' ou’ ou'
=U—+V—=W—+ —)+(v —)+(w —)
0x dy 0z
Debemos recordar que por la ecuacion 4. 29p 2 + + — =Vu' =0, por lo que el

producto de u’ por esa divergencia también sera nulo. Entonces
ou’ ou’ ou’ ou’ N ov' N ow'y a | N N
9% dy 0z ) ax ay”” aqu

Si se vuelve a la ecuacién 4.30
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( N N 6u)_U6U+V6U+W6U+(6 ,,>+<6 ,,)+(6 W'y
u X v y W(')y o7 ox dy 0z ax”” 6yuv az”W

Con lo que hemos desarrollado el altimo término que nos quedaba para la componente x

de la ecuacion de conservacion del momento, que para el flujo medio quedaria como
aU+ UaU_I_ V6U+W6U
ot 0x dy dy

10P <62U 0%U 02U>

= ———+ 2QVsin0
an+ sind + v 6x2+6y2+622

d d
+&(uu)+5(uv)+£(uw)

asi, agrupando términos en la derivada total y pasando los términos promedio que
dependen de variables fluctuantes al segundo miembro se obtiene
DU 10P <6ZU 02U 62U>

— = —=—+2QVsind + +—+
Dt p 0x STV 9x2 dy? = 0z2

(4.31)
d d 0
—&Wu)—a—y(uv)—&(uW)

El resto de componentes se resolverian de forma analoga. Claramente hay un problema,
ya que todavia quedan unas variables fluctuantes, con lo cual se tienen mas variables que
ecuaciones y, por lo tanto, se tiene un problema de cierre. Una forma de solucionar este
problema es la utilizacion de los llamados Reynolds Stresses, para lo cual se sigue la
analogia con el caso de viscosidad molecular, de tal forma que
U U U (4.32)
—; —(uv)Y=4,—; -(u'w')=4,—;
v W) = Ay —Wwh) =4, 5
Debe notarse que, a diferencia del caso de viscosidad molecular, donde el medio se

consideraba isotropo, aqui los coeficientes de viscosidad dependen de la direccion. De
esta forma los tres términos finales de la ecuacién 4.31 se convierten en

02U 02U 92U (4.33)
Mgz t v 5y g

—(u'u'y=A4

Por lo que las ecuaciones de conservacion del momento en componentes dadas por 4.23
pasarian a ser

DU_ 1P o (U U U (4.34a)
Dt  pox >t Yoxz TV oyz 7 0z2
DV_ 1P o (VY o (4.34b)
Dt  pdy St Yoxz TV oyr 7 0z2
DW_ 1P o ( PW  PW oW (4.34¢)
Dt  poz cosv—8 * 0x2 Y dy? Z 0z

Debe hacerse notar que los coeficientes de viscosidad turbulentos (4,, A4,, A,) son mucho
mayores que v, por lo que se ha suprimido la viscosidad molecular. A diferencia de lo
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que sucedia en el caso molecular, donde los coeficientes representaban una propiedad del
fluido, en el caso de los coeficientes de viscosidad turbulentos, estos representan una
propiedad del flujo. Es por esto que no se puede dar un valor Unico, sino que dependera
de las condiciones de movimiento del fluido. En cualquier caso, los valores varian en un
amplio rango de 10°- 10t m?s para 4, y de 10 — 10°m?s™ para A, donde los subindices
se refieren a valores verticales (coordenada z) y horizontales (coordenadas x e y)
respectivamente.
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